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基于 Rao 检验的信号统计分辨界分析 

孙闽红，刘艳芳，钟华，包建荣 
（杭州电子科技大学通信工程学院，浙江 杭州 310018） 

摘  要：针对基于广义似然比检验（GLRT）的信号统计分辨界（SRL）分析存在计算较复杂、难以得到检测

统计量解析表达式等问题，提出了一种基于 Rao 检测的 SRL 分析方法。分析了噪声方差已知和未知两种情形

下的信号一维方位角 SRL 以及噪声方差已知时的信号二维方位角及俯仰角 SRL，推导得到了 Rao 检测统计量

以及对应 SRL 所需的最小信噪比（SNR），分析了检测性能、计算复杂度，并与 GLRT 方法进行了对比。仿

真实验验证了 Rao 检测方法的有效性。 
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Analysis of statistical resolution limit based on Rao test 

SUN Minhong, LIU Yanfang, ZHONG Hua, BAO Jianrong  
School of Communication Engineering, Hangzhou Dianzi University, Hangzhou 310018, China 

Abstract: Since the approach of analyzing statistical resolution limit (SRL) based on generalized likelihood ratio test 

(GLRT) has the problems of high computational complexity and isn’t easy to get the analytical formula of the detec-

tion statistics, a method for the analysis of the SRL based on Rao test was proposed. The unidimensional SRL of azi-

muth under the cases of known and unknown noise variance, two-dimensional SRL of azimuth and elevation under 

the case of known noise variance were analyzed. The Rao test detection statistic and the minimum SNR required for 

the corresponding SRL were derived, the detection performance and the computational complexity of the Rao test 

were analyzed and compared with the GLRT method. Simulation results verify the validity of the Rao test. 
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1  引言 

在雷达、通信和声呐等领域，接收机常需要

分辨在距离、方位或速度等方面存在较小差异的

不同信号，这些差异本质上对应着时延、相位、

频率等信号参数上的差异。统计分辨界（statistical 

resolution limit，SRL）[1]定义为正确分辨两个相邻

信号源时兴趣参数之间的最小距离，它是参数估

计问题中量化性能的一个重要统计工具。分析信

号的 SRL 可以为接收机正确分辨多个在某些信号

收稿日期：2016−12−12；修回日期：2017−04−21 
基金项目：国家自然科学基金资助项目（No.61271214，No.61301248），浙江省自然科学基金重点资助项目（No.LZ14F010003）
Foundation Items: The National Natural Science Foundation of China (No.61271214, No.61301248), Key Program of Zhejiang Pro-
vincial Natural Science Foundation of China (No.LZ14F010003) 



·95·  电信科学  2017 年第 7 期 

 

参数上非常接近的信号源提供理论依据，具有广

泛的应用，如通信接收机，以期望的检测概率检

测出两个方位角很接近的用户时，SRL 可以给出

此时需要达到的信噪比。 

现有的分析信号SRL的方法可归纳为以下3类。 

（1）基于平均零谱的方法[2,3] 

假设两个信号由频率 1f 和 2f 参数化，Cox

准则 [2]表明如果在每个频率 1f 和 2f 的平均零谱

小于在中值 ( )1 2+ 2f f 处的平均零谱，则这两个

相邻信号可以被分辨。Sharman 准则 [3]则指出

如果在中值 ( )1 2+ 2f f 处的平均零谱的二阶导数

是负数，则这两个相邻信号可以被分辨。很明

显，基于平均零谱的 SRL 与特定的高分辨算法

相关。 

（2）基于独立于估计算法的估计精度准则

方法[4-8] 

该类方法常用克拉美罗界（CRB）来分析信号

的 SRL。Lee 准则[4]得到的结论是：假设兴趣参数

是频率 f ，如果两个相邻信号的频率的最大标准偏

差 ( )1 2max ( ), ( )CRB f CRB f 小于两个频率差值

1 2f f− 的 2 倍，即 ( )1 2max ( ), ( )CRB f CRB f ＜

2 1 2f f− ，则这两个信号是可以被分辨的。Lee 准

则的缺点是没有考虑信号兴趣参数之间的耦合。

为了弥补 Lee 准则的缺陷，Smith 准则[5]指出：如

果两个信号的频率差值 1 2f f− 大于频率差值的

标准偏差 ( )1 2CRB f f− ，那么这两个相邻信号

是可以被分辨的。 
（3）基于统计检测理论的方法[9,10] 

其主要思想是利用二元假设检验来判断观

测信号中是存在一个信号还是两个信号。该类

方法面临的挑战是在给定信噪比的情况下，如

何把两个信号源兴趣参数之间的最小距离（例

如频率之间的差值）与虚警概率 faP 和检测概率

dP 联系起来。基于检测理论研究信号统计分辨

界的方法主要有广义似然比检测（generalized 

likelihood ratio test，GLRT）和贝叶斯检验。其

中基于统计检测理论的方法得到更多的关注，

原因在于它不像零谱与特定算法相关，因此适

合所有的高分辨算法，且由于它与参数的 CRB

是否存在无关，因而也不像基于 CRB 的方法应

用范围受到局限。 

在基于统计检测的 SRL 研究中，由于 GLRT

不需要兴趣参数的任何先验条件，且在由于分辨

界未知而无法利用奈曼—皮尔逊准则设计最优检

测器的情况下可以较好地解决该问题，GLRT 成

为分析 SRL 的主要方法。然而，GLRT 方法仍然

存在一些不足。对于二元假设检验问题，GLRT

统计量的计算需要先求出两种假设下未知参数的

极大似然估计（maximum likelihood estimate，

MLE），其计算比较复杂而且计算量较大[11-16]，如

参考文献[12]在给定信噪比的情况下利用 GLRT

辨别观测信号中是否包含两个信号源，由于推

导过程中需要计算频率、振幅和相位等多个未

知参数在二元假设条件下的 MLE，导致 GLRT

统计量的计算比较复杂且计算量较大。类似地，

参考文献[17]基于 GLRT 和 CRB 分别研究了谐

波模型的多维统计分辨界并给出了基于这两种

方法得到的 SRL 之间的联系，同样由于需要计

算两种假设条件下兴趣参数和多余参数的

MLE，使得 GLRT 统计量的计算过程较复杂。

尤其在研究信号的多维统计分辨界[17-20]时，如

果噪声统计特性未知，未知参数较多，其 MLE

的推导将更加复杂，GLRT 统计量的解析表达式

也难以得到。 

与 GLRT 相比，Rao 检验的优势体现在：它

仅需要计算 0H 假设下未知参数的 MLE，因而可

有效简化推导过程和降低计算复杂度，更容易得

到检验统计量的解析解，且它与 GLRT 有着相同

的渐近性能。因此，本文提出了基于 Rao 检验的

SRL 分析方法。假定信号源为确定信号，以信号

角度参数为例，分析了基于 Rao 检验的两个相邻
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信号的一维方位角分辨界和二维角（方位角与俯

仰角）分辨界。首先分析噪声方差已知和未知情

形下的信号一维方位角分辨界，然后进一步分析

噪声方差已知情形下的信号二维角分辨界。 

2  信号一维方位角分辨界 

2.1  信号模型 

考虑 N 元线阵中的两个源信号，待分辨兴趣

参数是这两个源信号到达阵列时的波达角

（direction of arrive，DOA）。假设这两个源信号为

确定性远场窄带信号，用 T
1 1 1[ (1), , ( )]s s L=s … 和

T
2 2 2[ (1) , , ( )]s s L=s … 表示，其中 L是快拍数目。

每个信号源的 DOA 用 mθ ( 1,2m = )表示。令

(2πsin ) /m m=ω θ λ 表示第 m 个信源的兴趣参数，

其中λ表示信号波长，导向矢量为： 

 [ ]T
1( ) exp( j ) , , exp( j )m m m Nd dω ω ω= …α  （1） 

其中， nd 表示第 n 个传感器与第 1 个传感器

之间的距离。第 l 个快拍下阵列接收信号为： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2l s l s l lω ω= + +y nα α  （2） 

其中， ( )ly 是 N 维接收信号， ( )ny l 是它的第

n 个元素。假设向量 ( )ln 是均值为 0、方差为 2
Nσ I

的加性高斯白噪声。在 L个快拍下，阵列的接收

信号由式（3）给出： 

 ( ) ( )1 1 2 2ω ω= ⊗ + ⊗ +y s s nα α  （3） 

其中，⊗ 表示 Kronecker（克罗内克）积，
T[ (1) , ,=y y … T T( )]Ly ， T T T[ (1) , , ( )]L=n n n… 。 

SRL 的问题可以看作一个二元假设检验问

题，可写为： 

 
0

1

: 0
: 0

H
H

δ
δ

= 
｛ ≠  

（4） 

其中， 2 1δ ω ω= − 表示兴趣参数之间的距离，

它也等价于波达角之间的差异 2 1θ θ− 。假设 0H 表示

两个信号源不能被分辨， 1H 表示两个信号源可以

被分辨。为了简化计算过程，这里假设 2 1ω ω> 。 

由于 δ 很小，可以利用一阶泰勒展开式在

ωc=(ω1+ω2)/2 处展开 ( )1ωα 和 ( )2ωα ，有： 

α(ω1)
1
= α(ωc)- 2

δ α· (ωc)and α(ω2)
1
= α(ωc)+ 

2
δ α· (ωc) 

  （5） 

其 中 符 号
1
= 表 示 一 阶 近 似 ， α· (ωc)= 

c

d ( )
d ω ω

α ω
ω =

。利用这一近似结果，可得式（3）的

线性近似为： 

 y
1
= (s1+s2)⊗ α(ωc)+ 2

δ (s1+s2)⊗ α· (ωc)+n （6） 

定义新观测统计量 z=y-(s1+s2)⊗ α(ωc)，二元

假设检验问题（4）可等价为： 
2

0

2
1 2 1 c

～ ( , )

( ) ( ) + ～ ( , )
2

H CN

H CN

σ
δ ω δ σ

 =
 
｛

= ⊗  

z n I

z s s n w I·

：

： -

0

α
 （7） 

其中，I 是单位矩阵，w=(s2-s1)⊗ α· (ωc)/2。 

2.2  SRL 分析 

以下根据噪声方差是否已知分两种情形讨论。 

（1）噪声方差已知 

根据统计检测理论可知，Rao 检验的检测统

计量为： 

 
0 0

0

1

0
0

T
1

Rao 0
ln ( ; )( ) ( )

ln ( ; )

H H

H

H

pT

p

δ δδ

η
δ

−

=

=

∂   =   ∂

>∂
∂ <

zz I

z

~

~

~
θ θ

θ θ

θ θ

θ
 

（8）

 

其中，θ 为未知参数向量，这里只有一个未

知参数，即 =δθ ； 0
~θ 为未知参数向量θ 在 0H 假设

下的值，这里有 0 =0~θ ；η表示检测阈值； ( );p z θ 是

随机向量 z 的概率密度函数（probability density 

function，PDF）； ( )1
0

- ~I θ 是 Fisher 信息矩阵 ( )0
~I θ 的

逆矩阵；
0Hδ 是在 0H 假设下δ 的取值，即

0
=0Hδ 。 

首先计算 Fisher 信息矩阵，它是一个一维矩

阵 ( )I δ ，经计算可得： 

 
( ) ( ) ( ) 2 22

0 2 2 2

2 2ln ;
=

p
I E E

δ
δ

δ σ σ

    ∂
= − = =    

∂        

~ w wz
I θ （9） 
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将式（9）代入式（8），可得 Rao 检验的检测

统计量 Rao ( )T z 为： 

 
{ } 1

0

2 H

Rao 2 2

2Re
( )

H

H

T η
σ

>
=

<

w z
z

w
 （10） 

其中，( )H 表示共轭转置， Re{}· 是求复数的

实数部分的运算。与参考文献[11]中 GLRT 的检测

统计相比，两者完全相同。 

Rao 检测具有与 GLRT 相同的渐近性能，可

等效为如下二元假设检验[21]： 

 ( ) ( )( )
2
1 0

2
1 fa d 1

～
,,

, H
T

P P H
χ
χ λ

  
｛
  

z
假设

假设
 （11） 

其中， 2
1χ 和 ( )( )2

1 fa d,P Pχ λ 分别表示自由度为

1 的中心卡方分布和非中心卡方分布的概率密度

函数，Pfa和 Pd 分别表示虚警概率和检测概率。非

中心参数可表示为： 

 ( ) ( )( )
22

T
fa d 2

2
( , ) 0 0P P

δ
λ δ δ δ

σ
= − − =

w
I （12） 

实际上，当给定 Pfa时，可计算得到 Pd，则非

中 心 参 数 fa d( , )P Pλ 可 以 由 等 式 2
1

1
fa( )

x
Q P− =  

2
1 fd d

1
d( , )

( )
x P P

Q P− 计算。 

一旦计算出非中心参数 fa d( , )P Pλ ，分辨两个

相邻信号所需的最小信噪比 SNR 即可表示为： 

 

2 2
1 2

fa d 2( , )
2

s s
SNR P P

w
λ

δ

+
=

 
（13） 

（2）噪声方差未知 

此时有两个未知参数，即未知参数向量

2 T[ ]δ σ=θ 。首先要计算得到 0H 假设下噪声方差

的 MLE 为：
22

0ˆ / NLσ = z 。Fisher 信息矩阵 ( )0
~I θ

为 2 2× 维，经计算有： 

 

( )
{ }

{ }

2

2 4
0 0

0

2
4 4 6
0 0 0

2 Re2
ˆ ˆ

2 Re 2
ˆ ˆ ˆ2

NL

σ σ

σ σ σ

  
  
  

=   
  − +  
  

H

H
~

w zw

I
w z

z

θ

 

（14） 

其逆矩阵中元素为： 

( ) { }0 0

22 4
0 01

0 2 2 22 2
0

ˆ ˆ4
ˆ8 2 8ReH H

- NL

NLδ δ

σ σ

σ

−  =  − − H
~ z

I
z w w w z

θ

 

（15） 

将式（15）与
22

0ˆ / NLσ = z 代入式（8），可

得 Rao 检验的检测统计量为： 

 
{ }

{ }
2 H

Rao 2 2 2 H

Re
( )

2Re

NL
T =

−

w z
z

z w w z
 （16） 

该检测统计量的计算复杂度为 ( )3O NL ，其渐

近分布与式（11）相同，经推导可得非中心参数

fa d( , )P Pλ 为： 
2 2 22 2 H2

fa d 22 2

4 4Re { }2( , )
4

z w NL w w z
P P

NL z

σδλ
σ σ

  − −
=   

− +     
  （17） 

当噪声方差未知时，分辨两个相邻信号所需

的最小信噪比 SNR 为： 

 

( )2 2
1 2

2 222

NL
SNR

NL Q

+
=

+ −

λ

λ δ

s s

z w  
（18） 

其中， ( ) { }
22 22 2 22 8 ReQ NL NL= − + Hλ δ λ δz w w z 。 

为了与 GLRT 相比较，鉴于现有基于 GLRT

的 SRL 分析研究都假设噪声统计特性已知，这里

给出噪声方差未知的 GLRT 统计量。首先计算两

种假设下未知参数的 MLE： 

 

{ }
2

Re
δ̂ =

Hw z

w , 

2

2
ˆ

ˆ i

i NL

δ
σ

−
=
z w

 
（19）

 
其中， δ̂ 表示 δ 在 1H 假设下的 MLE，

2ˆ ( 0,1)i iσ = 表示 2σ 在两种假设下的 MLE。经理论

推导可得 GLRT 的统计量为： 

{ } 1

0

2H
2

GLRT 2

Re
( ) ln ln

H

H

T NL NL η
>

= − −
<

w z
z z z w

w
 

  （20） 

该检测统计量的计算复杂度为 ( )5O NL 。比较
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噪声方差未知时的两种检测统计量，可发现 GLRT

需要计算两种假设下未知参数的 MLE，而 Rao 检

验只需要计算 0H 假设下未知参数的 MLE，且 Rao

检验的检测统计量计算复杂度也比 GLRT 要低。 

3  信号二维角（方位角与俯仰角）分辨界 

3.1  信号模型 

仍考虑线性阵列，发射阵列和接收阵列分别

具有 1N 和 2N 根天线。源信号的兴趣参数为 2 个，

即方位角 mψ 和俯仰角 mθ 。设观测模型为： 

 1 2 1 2 1 2, , ,

1 1 2 2

[ ( )] [ ( )] [ ( )]

1, , , 1, , , 1, ,
n n n n n ny t x t n t

t L n N n N

= +

= = =… … …
 （21） 

其中, ( )ty 、 ( )tx 和 ( )tn 分别表示在 t 快拍下

有噪声观测量、无噪声观测量和噪声； L 表示快

拍数目； ( )
1 2,n n

t    y 表示由发射阵列的第 1n 根天线发

射并由接收阵列的第 2n 根天线接收的信号；假设

( )tn 是均值为 0、方差为 2σ I 的加性复高斯白噪

声，并假设 2σ 是已知的。无噪声观测向量为： 

 [ ]
( )

1 2

22
j

,
1 1

( ) ( ) e
p

m pn
mn n

m p

t s t ω

= =

= ∑ ∏x  （22） 

其中， (1)
R2 cos /m mdω ψ λ= − π 和 (2)

T2m dω = − π  
cos /mθ λ 是角频率，dR、dT和λ 分别表示接收和发

射天线阵的阵元间距和信号波长。式（22）中，假

设 ( ) exp( j ( ))m m ms t tα φ= (m=1, 2)是两个确定性远场

窄带信号源，其中 ( )αm t 和 ( )φm t 分别表示第 t 个快

拍下第m 个信号源的振幅和相位。由于： 

 ( ) ( )( )

1 2

2
j (1) (2)

,1

e
p

m pn
m m n np

ω ω ω
=

  =   ∏ 〓α α  （23） 

其中，“〓”是Hadamard（哈达玛）积运算，α ( · )

是导向矢量，且有 ( ) ( )( ) j ( 1)j( ) T[1, e , , e ]
pp

m pm Np
m

ωωω −〓 …α ，

( )tx 服从平行因子（parallel factor）分解定理[17]，

可以写为： 

 
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

2
1 2

1
= m m m

m
t s t ω ω

=

  
  ∑ 〓x α α

 
（24） 

有噪声观测量可表示为： 
T T T T[ ( (1)) , ( (2)) , , ( ( ))]vec vec vec L= = +y y y y x n…   

  （25） 

其中， ( )vec · 表示向量化算子，无噪声观测

量为： 

( ) ( )

T T T T

2
(1) (1)

1

[ ( (1)), ( (2)) , , ( ( ))]

( )m m m
m

vec vec vec L

s t ω ω
=

=

= ⊗ ⊗∑

x x x x…

α α
 
（26）

 

 [ ] [ ]
1 2

T

0,0 1, 1
( ( )) ( ) , , ( )

N N
vec t t t

− −
  =   x x x…  （27） 

二维 SRL 的分析可以建模为如下二元假设检

验问题： 

 

( )
( )

0 1 2

1 1 2

: , 0
: , 0

H
H

δ δ
δ δ

 = 
｛ ≠   

（28） 

其中， ( ) ( )
2 1δ ω ω= −p p

p ( 1,2=p )表示兴趣参数

之间的距离。 0H 假设表示两个信号源存在但是不

能被分辨， 1H 假设表示两个信号是可以被分辨

的。为了简化计算，假设 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2
2 1 2 1,ω ω ω ω> > 。 

由于检测问题式（28）没有与观测信号直接相

关，不易推导检测统计量，因此需要利用近似方法

得到信号模型式（25）的转换形式。首先定义中心

参数为 (1)
cω

Δ

= ( ) ( )( )1 1
1 2 2ω ω+ 和 (1)

cω
Δ

= ( ) ( )( )2 2
1 2 2ω ω+ 。

由于 1δ 和 2δ 都很小，利用一阶泰勒展开式在 1 =0δ

和 2 =0δ 处展开式 ( )( )p
mωα ，可得： 

1 1
(1) (1) (1) (1) (1) (1)
1 c 1 c 2 c 1 c

1 1
(2) (2) (2) (2) (2) (2)
1 c 2 c 2 c 1 c

( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )

α ω α ω δα ω α ω α ω δα ω

α ω α ω δ α ω α ω α ω δα ω

= − = −

= − = −

· ·

· ·
 

  （29） 

其中，
( )

( ) c
c ( )

c

( )1( )
2

m
m

m

α ω
α ω

ω

Δ ∂
=

∂
· 。则式（25）的

线性近似可写为： 

 +~ ~y = G nζ  （30） 

其中，矩阵 ~G定义为 [ ]1 2 3 4=~G e e e e ，~G

的 4 个分量分别是： 
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(1) (2)
1 1 2 c c

(1) (2)
2 2 1 c c

(1) (2)
3 2 1 c c

(1) (2)
4 1 2 c c

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

s s

s s

s s

s s

α ω α ω

α ω α ω

α ω α ω

α ω α ω

= + ⊗ ⊗

= − ⊗ ⊗

= − ⊗ ⊗

= + ⊗ ⊗

e
·e

·e
· ·e

 

（31）

 

参数向量由 [ ]T
1 2 1 21ζ δ δ δ δ=~ 表示。由于 1δ

和 2δ 很小， ~ζ 中的元素 1 2δ δ 可以忽略不计。最后

得到式（25）的近似模型为： 

 1++y =G nξ e  （32） 

其中， [ ] [ ]T
3 2 1 2ξ δ δ= =G e e ， 。 

定义一个新的观测量 1v y −〓 e ，二元假设检

验问题（28）可转化为： 

 
2

0

2
1

～ ( , )

+ ～ ( , )

H CN

H CN

 = 
｛

=  

v n I

v Gξ n Gξ I

：

：

σ

σ

0
 （33） 

3.2  SRL 分析 
设 0ξ 表示 0H 假设下未知参数向量ξ 的值，经

计算可得 Fisher 信息矩阵 ( )0I ξ 为： 

 

{ }
{ }

2 H
3 3 2

0 2 2H
3 2 2

Re2( )
Re

I ξ
σ

  
  =
  
  

e

e

e e

e e
 

（34） 

其逆矩阵为： 

 

{ }
{ }

2 H2 2 3 21
0 2H

3 2 3

Re
( )

2 Re
I

Q
σξ−

  −
  =
  −  

e

e

e e

e e
 

（35） 

其中， { }( )222 H
2 3 3 2ReQ = −e e e e 。根据

式（8）进一步推导可得 Rao 检测统计量为： 

{ } { }

{ } { } { }
1

0

222 H 2 H
Rao 3 2 2 32

H H H
2 3 3 2

2( ) [Re Re

2Re Re Re ]
H

H

T
Q

= + −

>
<

z v v

v v

σ

η

e e e e

e e e e

 

  （36） 

其计算复杂度为 ( )1 25O LN N 。 

二维 SRL 基于 GLRT 的统计量[18]为： 

( )
( )

1

0

H1

GLRT 2
0

ˆ, ˆ2( ) ln
H

H

p H
T

p H
η

σ
>

= =
<

v
v

v

ξ ξ  （37） 

其中， ξ̂ 是未知参数向量的 MLE，其计算复

杂度为 ( )1 27O LN N ，与 Rao 检测统计量式（36）

相比，其计算复杂度更高，当 1 2LN N 很大时，GLRT

统计量的计算复杂度要明显增加。 

Rao 检验渐近等效于下面的二元假设检验： 

 ( ) ( )( )
2

0
2

fa d 1

2

2

 
,

,
～

,
H

T
P P H

χ
χ λ

  
｛
  

z
假设

假设
 （38） 

其中 , 2
2χ 和 ( )( )2

f2 a d,P Pχ λ 分别表示自由度

为 2 的中心卡方分布和非中心卡方分布。非中

心参数为： 

( ) { }( )2 22 2
fa d 3 1 2 2 1 2

H
3 22

2, 2 ReP Pλ δ δ δ δ
σ

= + +e e e e

  （39） 

分辨两个相邻信号所需的最小信噪比 SNR 为： 

{ }( )2 22 2
3 1 2 2 1 2

2
2

1

H
3 22 Re2

m
m

s
SNR

λ

δ δ δ δ
=

+ +
=

∑
e e e e

（40） 

4  仿真实验与分析 

4.1  一维方位角分辨界 

仿真参数设置与参考文献[11]中相同，设置如下：

假设两个确定性正弦信号源的中心频率是 150 MHz，

采样频率是 10 GHz，快拍数目L =256，传感器数目

N =9，相邻传感器之间的距离是半个波长，第一个

信号源的波达角度为30〓，虚警概率为 0.01。 

图 1 给出了噪声方差已知和未知情形下 SNR 与

SRL 之间的关系曲线。由图 1 可知，SNR 与 SRL 成

反比关系，随着 SRL 的增大，所需分辨的最低 SNR

相应减小。另外，噪声方差已知时分辨两个信号所需

的最小 SNR 要远低于噪声方差未知时的最小 SNR。 

图 2 给出了噪声方差未知时两种检验的检测

概率与 SRL 之间的关系曲线。由图 2 可知，当δ 在

0.16～0.26 时，Rao 检验的检测概率比 GLRT 的检

测概率平均高 2%。当δ ＜0.16 和δ ＞0.26 时，两

种检验方法具有基本相同的检测性能。 

H ˆG Gξ
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图 1  噪声方差已知和未知情形下 SNR 与 SRL 之间的关系曲线 

 
图 2  噪声方差未知时两种检验的检测概率与 SRL 之间的关系 

图 3 给出了噪声未知时两种检验的检测性能

与 SNR 之间的关系曲线。由图 3 可知，当 SNR＜

18 dB 和 SNR＞23 dB 时，两种假设检验的检测概

率之间的差值很小。但当 SNR 在 18～23 dB 时，

Rao 检验的检测概率比 GLRT 的检测概率平均高

2%，这表明在这种情形下 Rao 检验的检测性能要

优于 GLRT 的检测性能。 

4.2  二维角（方位角与俯仰角）分辨界 

仍然参照参考文献[11]，设置仿真参数如下：假

设两个确定性正弦信号源的中心频率是 150 MHz，

采样频率是 10 GHz，快拍数目 L =256，发射阵列

和接收阵列的传感器数目 1 2 4N N= = ，相邻传感

器之间的距离是半个波长，虚警概率为 0.01，第

一个信号源的方位角为30〓，俯仰角为45〓。 

 
图 3  噪声未知时两种检验的检测性能与 SNR 之间的关系 

图 4 给出了渐近分布下 SNR 与未知参数 1δ 的

SRL 之间的关系曲线。由图 4 可知，SNR 反比于

SRL。这表明 SNR 越高，分辨界越小，两个相邻

信号越容易分辨。相同的结论同样适用于 2δ 。 

 
图 4  渐近分布下 SNR 与未知参数 δ1的 SRL 之间的关系曲线 

图 5 给出了两种检验方法的检测概率与

SNR 之间的关系曲线。由图 5 可知，当 SNR＜

14 dB 和 SNR＞24 dB 时，Rao 检验的检测概率

和 GLRT 的检测概率差别很小；当 SNR 在 14～24 dB

时，GLRT 的检测概率比 Rao 检验的检测概率平

均大 3%。 

图 6 给出了两种检验方法的检测概率与未知

参数 1δ 的 SRL 之间的关系曲线。由图 6 可知，当
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SRL＜0.09 和 SRL＞0.33 时，Rao 检验的检测概率

和 GLRT 的检测概率差别很小；当 SRL 在

0.09～0.33 时，GLRT 的检测概率比 Rao 检验的检

测概率平均大 3%。 

 
图 5  两种检验方法的检测概率与 SNR 之间的关系曲线 

 
图 6  两种检验方法的检测概率与未知参数 δ1的 

SRL 之间的关系曲线 

5  结束语 

本文研究了基于 Rao 检验的一维和二维统计

分辨界。经理论分析可知，对于一维方位角统计分

辨界，在噪声方差已知时，Rao 检测统计量与 GLRT

完全相同，因而两者具有相同的检测性能和计算复

杂度；在噪声方差未知时，Rao 检测统计量的计算

复杂度比 GLRT 更低。对于二维角（方位角与俯仰

角）统计分辨界，Rao 检测统计量的计算复杂度也

比 GLRT 更低。此外，由于 Rao 检测只需要计算 0H

假设下未知参数的 MLE，因而更容易求得检测统

计量的解析表达式。仿真结果表明，对于噪声方差

未知时的一维方位角统计分辨界，当分辨界在

0.16～0.26、信噪比在 18～23 dB 时，Rao 检测性能

要优于 GLRT；而在其他范围，Rao 检测与 GLRT

的检测性能几乎一致。对于二维角（方位角与俯仰

角）统计分辨界，当分辨界在 0.09～0.33、信噪比

在 14～24 dB 时，GLRT 的检测概率比 Rao 检验的

检测概率平均高 3%；而在其他范围，两者检测性

能基本一致。如果以损失 0.5 dB 的信噪比为代价，

则基于 Rao 检验的二维 SRL 可以达到与 GLRT 相

同的性能，但计算复杂度要更低。这些结果为接收

机分辨多个在一个或两个信号参数非常接近的信

号源提供了理论依据与参考。 
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